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The dialectic cyclical process in the development of the theory of summation of infinite series.

Summary: The main objective of this work is to explain the dialectic cyclical process present
in the development of the theory of summable series. We differentiate three stages in the evo-
lution of the systematization mode and use of divergent series: the first (ingenuousness)
¢.1680-1780, the second (radicalism) c.1780-1880 and the third (maturity) c.1880-1940. We
emphasize the role of Julio Rey Pastor’s works in the stage of maturity.
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Dialéctica del desarrollo de la teoria de series divergentes

En la Historia de la Matematica pueden encontrarse muchos ejemplos de uso tem-
prano de las series numéricas. Son bien conocidos los trabajos de la escuela francesa medie-
val y la demostracion de la divergencia de la serie armdnica por Pietro Mengoli. Pero un uso
sistematico de las series infinitas como herramienta efectiva en los problemas geométricos,
no aparece hasta que el nuevo calculo de diferencias y de fluxiones lo requiere para dar res-
puesta a las exigencias de la practica en la época de la Revolucion Cientifica.

Las series de funciones aparecen en el calculo infinitesimal para facilitar el manejo
analitico de ciertas funciones rebeldes. El éxito que se obtuvo con el uso de estas nuevas téc-
nicas en la resolucion de los problemas importantes asociados con el desarrollo de la mecani-
cay la fisica newtoniana, promovié una vehemente competencia en la que se generaron para-
dojas y contradicciones.

En el siglo xviil se llego a cierto consenso con relacion al uso de las sumas infinitas
y, en particular, de la practica con las series de potencias se inferia que:

1. Las series son parte esencial e imprescindible del calculo infinitesimal,
2. Las series constituyen una extension del algebra de polinomios,
3. Toda funcion puede representarse en forma de serie.
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Pero también se consideraron ideas mas audaces que no gozaron de la aceptacion de
todos; por ejemplo, que:

1. Toda serie posee una unica funcién generatriz,

2. Una serie, aunque sea divergente, puede ser Util para aproximaciones numéricas,

3. Una serie puede representar una funcion en operaciones analiticas, incluso siendo
divergente.

Es bien conocido que Euler fue un paladin defensor de todas estas ideas, tanto las
comunmente aceptadas, como las mas audaces; y que era consciente del riesgo de usar series
divergentes, aunque consideraba preferible arriesgarse al error antes de dejar un problema sin
solucion.

El tratamiento que da Euler a las sumas infinitas representa el paradigma del siglo
xviily fue reflejado como «ciencia normaly» en los mejores textos de la época, hasta en la pri-
mera edicion del famoso Traité du Calcul differentiel et du Calcul intégral de Lacroix, apare-
cidaen 1797. Pero en la segunda edicion de 1810, mostrando la precaucion de otra nueva épo-
ca, Lacroix va a llamar la atencion sobre el hecho de que la serie no siempre tiene el valor de
la funcidn que representa, aunque mantiene la idea defendida por Euler de que la serie esta
asociada a la funcion y en cualquier operacion analitica, serie y funcidn, entran con las mis-
mas consideraciones. Lacroix (1810, vol. 1: 4)

Este cambio, reflejado en uno de los textos mas influyentes de la época, indica el co-
mienzo de una radicalizacion critica que se va a producir en la edad de las revoluciones, asi
llamada por el historiador inglés Hobsbawn (1962: 345):

No one could fail to observe that the world was transformed more radi-
cally than ever before in this era ... It is hardly surprising that patterns of though de-
rived from the rapid social changes, the profound revolutions, the systematic repla-
cements of customary or traditional institutions by radical rationalist innovations,
should become acceptable ...

Con relacion a la sumacion de series este radicalismo racionalista se observa sobre
todo en la generacion formada en las primeras décadas de la Ecole Polytechnique de Paris,
donde la actitud critica, revolucionaria, ante la situacion social, se desborda hacia todos los
reductos de la conciencia social y, en particular, hacia las Ciencias Matematicas.

Pero mas que preocupacion por legitimar la designacion de un valor para la suma in-
finita, en esta segunda etapa lo que realmente ocupa la atencidn de los analistas es e/ proble-
ma de la representacion. El andlisis de la posibilidad de representar analiticamente funciones
arbitrarias por series de funciones elementales se hace cada vez mas importante. Las técnicas
eulerianas, desarrolladas en un contexto funcional mas restringido, se tornan inseguras y
poco fiables, sobre todo para el racionalista radical. La representacion por series de Fourier
sirve de muestra del tipo de problema surgido en la fisica matematica de principios del siglo
XIX, que exigia una rigorizacion del método. Tal rigorizacion, para que fuese constructiva,
debia negar dialécticamente la practica matematica anterior, procurando eliminar una mini-
ma parte de las soluciones dadas a los problemas priorizados del siglo XVIil. Era necesario un
sacrificio en el nivel empirico, en beneficio de la elevacion del nivel racional tedrico.
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Es completamente natural que en este momento se recrudeciera la discriminacion de
las series divergentes. Unos, porque comprenderian la necesidad de legislar acerca de los de-
rechos de cada tipo de serie, para servir de representante de las funciones mas rebeldes; tal es
el caso de Abel y Cauchy, cuyos estudios promueven la cautela en el trato con series no con-
vergentes, pero no prohiben categdricamente su servicio. Otros, porque su mentalidad estre-
cha no les permitia comprender el justo, y necesario, sentido dialéctico de la negacion y dog-
matizarian mecanicamente el rigor de los maestros, proscribiendo el uso de todo lo que no
fuera comprobadamente convergente, independiente de cualquier otro valor, heuristico o
practico. La mayoria, porque el temor congénito de errar y ser estigmatizado los llevaria a
autolimitarse en el uso de un instrumento cuya potencialidad era misteriosa: convencer de
que una serie, siendo divergente, da una buena aproximacion y sirve de representante en ope-
raciones analiticas, no es asunto facil, aiin hoy en la era de la informatica.

Por supuesto, que aquellos que continuaban priorizando el lado practico, heuristico,
del uso de las series divergentes, entraron en polémica. Pero, a diferencia de lo ocurrido en el
siglo XVIII, ahora la mayoria se agrupaba al lado de los radicales. Es interesante notar como
las comunidades cientificas europeas asumieron posiciones diferentes ante esta polémica.

La generacion de la Analytical Society de Cambridge, aunque fue vanguardia en la
aceptacion del rigor continental, estaba formada en el culto a los algoritmos, y admitia sin
mucha cautela el uso de las series divergentes:

«... the attempt to exclude the use of divergent series in symbolical operations would
necessarily impose a limit upon the universality of algebraic formulae and operations
which is altogether contrary to the spirit of the science.. » Peacoks (1833)

Asi mismo se pronuncian, o actiian en base a tales convicciones, otros como A. de
Morgan, J. R. Young, R. Moon, S. Earnshaw, T. Jarret. Algunos logran importantes resulta-
dos, como es el caso de Stokes (1857), quien ataco con maestria problemas cuya resolucion
numérica con las series divergentes era paradojicamente mucho mas precisa y rapida que uti-
lizando las series convergentes (véase Ramis, 1993).

La sociedad alemana, aun dividida, siendo econdémica y politicamente mas débil,
presenta ante la sefialada polémica una gama de concepciones entramadas poco sistematicas.
M. Ohm, por ejemplo, mantenia puntos de vista mas conservadores, que estaban en conflicto
con Schlomilch, Grunert y Dirksen. A su vez, Grunert y Schlomilch desechaban el rigor
dogmatico que defendia Dirksen. Jacobi, no precisamente por el honor del espiritu humano,
sino por sus intereses en investigaciones aplicadas, usa series asintdticas. Dirichlet, por su
parte, va a procurar el rigor al estilo de la escuela francesa. (Mas detalles en Burkhardt, 1911)

Aun en la Francia mas revolucionaria y romantica, encontramos repetidos llamados
al papel heuristico de las series divergentes. El mismo Cauchy, que tanto abogaria por el ri-
gor, utiliza series divergentes en sus investigaciones aplicadas' sobre problemas de ondas,
oOptica y astronomia; y ya, en su madurez profesional, hasta escribe un articulo «...para poner
en evidencia las ventajas que puede ofiecer el empleo de la serie de Stirling y muchas otras
series de la misma naturaleza, a pesar de su divergenciay. Cauchy (1843).

1. Por ejemplo, en sus investigaciones sobre difraccion de la luz, véase Comptes Rendues 15,1842, 554-
556, 573-578 - Oeuvres (1) 7, 149-157.
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Poisson, Navier, Lamé, Liouville, entre otros, aprobaban el uso cauteloso de las se-
ries divergentes en los problemas de integracion de ecuaciones diferenciales, y no era poco
frecuente que las utilizaran sin la precaucion requerida.

Debemos sefialar que esta polémica se mantuvo hasta finales del siglo, hasta que la
acumulacion de casos anomalos y rebeldes impuso la necesidad de volver a negar sobre lo ne-
gado y regresar a las condiciones iniciales del modo de sistematizacion sobre un nivel cualita-
tivo superior, cerrando un ciclo dialéctico. Pero este salto cualitativo, que conlleva a la sinte-
sis dialéctica de los principios heuristicos eulerianos y el rigor critico-tedrico, no era posible
sin un desarrollo interno de la teoria de las funciones, en especial de una comprension mas
amplia del problema de la representacion analitica. Por otra parte, se tenian que producir mu-
danzas en las comunidades cientificas, que son, a fin de cuentas, las que responden por la ela-
boracidn, sistematizacion y aplicacion del saber matematico.

Todos estos cambios se van produciendo sincrénicamente, hasta que se produce el
salto cualitativo. Cuando las condiciones objetivas y subjetivas maduran suficientemente,
entonces se propicia la modificacion racional de la prdctica matemdtica, y las contradiccio-
nes, que modulan el desarrollo, conllevan a situaciones extremas en las que no suele haber
otra salida que el cambio revolucionario del modo de sistematizacion.

Etapa de madurez: transformacion de la teoria de series divergentes en Ciencia normal.
Papel de la obra de Rey Pastor.

Hemos resumido los rasgos esenciales que observamos en la génesis de la teoria de
series divergentes, rasgos que ilustran el proceso ciclico dialéctico presente en la evolucion
del modo de sistematizacion del conocimiento cientifico:

1.° Contradicciones dialécticas, condicionantes del desarrollo del modo de sistema-
tizacion (a partir de la publicacion de los trabajos de Leibniz y de los Bernoulli y hasta la di-
vulgacion de las ideas de Lagrange, aproximadamente de 1680 hasta 1780)

2.° Cambios del modo de sistematizacion en condiciones cualitativamente nuevas
(negacion dialéctica, entre 1780 y 1880 aprox., sobre todo en la obra de Abel y Cauchy).

3.° Regreso a las condiciones iniciales del modo de sistematizacion de la teoria so-
bre un nivel cualitativo nuevo (negacion de la negacidn o sintesis dialéctica, a partir de las
ideas de Frobenius, Holder y Cesaro-ver, p. e., Ferraro, 1999).

Pero esta evolucion del modo de sistematizacion en el caso de la teoria de series di-
vergentes no se presenta de forma aislada e independiente, sino que es reflejo en lo particular
de un movimiento general que tiende al cambio en la concepcion clasica sobre representacion
analitica y determina toda una renovacion en el estilo matematico. Paralelamente al cambio
en el modo de sistematizacion, se producen otros cambios: en el método deductivo y en la ele-
vacion del grado de formalizacion, en la comprension del rigor en la demostracion matemati-
ca, en el enfoque sobre la complejidad y la profundidad de las relaciones del aparato matema-
tico de las sumas infinitas con la realidad; transformaciones en los grupos sociales que
responden por la elaboraciéon y aplicacion del saber matematico. Todos estos cambios se van
produciendo sincronicamente, conformando un salto cualitativo en el desarrollo de la ma-



EL PROCESO CiCLICO DIALECTICO EN EL DESARROLLO DE LA TEORiA DE SUMACION 479

tematica, muy semejante a lo que Ph. Kitcher ha llamado modificacion racional de la prdcti-
ca matemdtica (Kitcher, 1984: 163). Tales alteraciones revolucionarias precisan, para su ca-
bal realizacion, del papel creador del sujeto.

«La idea-objetivo se transforma en objetivo-realizado solo a través de la
actividad del cientifico (...) todo objetivo es alcanzable, pero quien determina si el
objetivo se ha alcanzado o no, es el cientifico» (Barabashev, 1983: 164-165)

Nuestro andlisis historico de las obras de la época nos indica que la figura sobresa-
liente, capaz de este paso revolucionario y con suficiente cultura matematica para expresarlo
seductoramente, era Emile Borel (ver Sanchez Fernandez, 1994).

Borel, por su formacion cientifica, por su personalidad, por las circunstancias que lo
condicionaron y las fuentes que sustentaron su hacer en la matematica, fue capaz de prender
la chispa que eché a andar el potente motor que genero la energia suficiente para transformar
concepciones tan arraigadas. Emile Borel, en su obra temprana de 1895 a 1901, logr6 llamar
la atencion de los mas talentosos analistas de la época sobre un tema que todavia seguia sien-
do tan polémico como en la época de Cauchy y Abel. Desde que aparece el texto de las confe-
rencias sobre series divergentes, que Borel dictara en la Escuela Normal Superior, y que fue-
ra publicado en la Coleccion de Monografias sobre la Teoria de Funciones (Borel, 1901), se
abrieron posibilidades preciosas para la difusion, extension y sistematizacion de las ideas so-
bre la teoria de sumas infinitas.

Pero Borel no podia conseguir por si sélo la transformacién de la teoria en «ciencia
normaly. Asi como tuvo precursores en Frobenius, Holder, Cesaro y Stieltjes, Borel tuvo
muchos émulos y sucesores, como Mittag-Leffler, Le Roy, Féjer, Hausdorff o Hardy, que
pronto recibieron el aplauso de su comunidad. Menos conocido, aunque muy significativo,
fue el aporte de Julio Rey Pastor, que genero seguidores tanto en la peninsula esparfiola, como
en la otra orilla, en Hispanoamérica.

Rey Pastor conocio la obra de Borel, seguramente, en la Biblioteca de Garcia de
Galdeano, y desde muy temprano la va a citar en sus conferencias y publicaciones, asi como
cita las obras clasicas de Euler y los primeros articulos de Césaro sobre sumacion en la media
aritmética, que también pudo encontrar alli.

Rey Pastor, en sus estancias en Alemania, habia trabajado en contacto con las escue-
las de Gotinga y Berlin, que seguramente estaban elaborando las ideas que mas tarde le ser-
virian a él mismo para establecer su teoria. Asi como subray¢ la relacion con los problemas
de prolongacion analitica, mas afines con el enfoque francés, también enfatizo la importancia
del método de los momentos de la escuela alemana, en la sistematizacion de una teoria gene-
ral de los algoritmos lineales de sumacion y convergencia.

Rey Pastor tiene una obra extensa dedicada a sumacion de series divergentes. Son
mas de 20 trabajos escritos, cursos dictados en Argentina y Espaifia, articulos cientificos pu-
blicados en Argentina, Bélgica, Espafia, Francia, Italia y Japon, ademds de una monografia
sobre la Teoria de los algoritmos lineales de convergencia y sumacion (Rey Pastor, 1931),
que seguramente es el primer texto sistematico que aparece publicado sobre estos métodos, y
que esta basado en los cursos que, desde 1926, dict6 en las universidades de Buenos Aires y
Madrid. Obra, esta tltima, que servira de fuente principal para el trabajo de sus discipulos
tanto en Espafia como en Latinoamérica.
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Establece Rey Pastor una teoria coherente de limites generalizados para integrales,
funciones y sucesiones. Muestra como muchos resultados importantes se situan, de forma na-
tural, como casos particulares. Asi, los métodos de Euler y de Borel se ajustan en su esquema,
fundamentalmente por su intima conexioén con el problema de la prolongacion analitica.

La impresion tipografica, bastante deficiente, no ayuda a decidirse a su lectura y estu-
dio. Como el mismo Rey Pastor sefiala, esta accidentada edicion se debe a «las dificultades de
todo orden por que atraviesa la Universidad (de Buenos Aires); parano dilatar indefinidamente su
aparicion, ha sido preciso mutilar la obra, desistiendo de imprimir algunos capitulos y el estudio
bibliografico que debia complementarla.» La falta de citaciones y de unarelacion de literatura tor-
na realmente dificil un estudio acucioso de las diferentes influencias que motivaron a Rey Pastor
atomar su linea de investigacion. No obstante, la monografia tiene un mérito principal, y es que
representa el primer intento de sistematizar una teoria general de los algoritmos de convergencia
y sumacion. La obra de Hardy (1949), mas completa y enciclopédica, aparece 18 afios mas tarde,
ya después de la muerte de Hardy, gracias a los esfuerzos de su amigo J. E. Littlewood por termi-
nar laempresa que con entusiasmo habia comenzado Hardy al retornar a Cambridge en 1931.

Es cierto que antes de la monografia de Rey Pastor habian aparecido otras obras,
como las de Ford (1916) y Smail (1925), asi como la 2? edicion del magnifico libro de Borel
(1928). Ninguna de estas obras se plantea el objetivo de sistematizar la teoria de los algorit-
mos lineales de sumacion y convergencia. También, como respuesta al interés demostrado
por el tema en estas primeras décadas del siglo, habian sido publicadas las segundas ediciones
ampliadas de Knopp (1924) y Bromwich (1926), pero que no son monografias sobre series
divergentes, sino textos generales sobre teoria de series, donde se trata de dar una vision pa-
noramica de la teoria y las aplicaciones, incluyendo los resultados basicos de la sumacion.

O sea, que la Gnica obra que adopta como proyecto unificador el hecho de centrar el
problema de la sumacién y la convergencia en sus caracteristicas de algoritmos lineales, par-
tiendo de los resultados de la escuela alemana, es la monografia de Rey Pastor.

En resumen, podemos afirmar que si la publicacion de la monografia de Rey Pastor
no hubiera sido tan accidentada y de tan mala calidad tipografica, seria hoy justamente sefia-
lada como la precursora y mejor orientada monografia sobre el enfoque funcional de la teoria
de series divergentes. Si no es asi es porque, ademas de editarse en la Universidad de Buenos
Aires como una publicacion interna y con deficiencias notables, su objetivo era sélo que sir-
viera de base a los estudios de sus alumnos tanto en Argentina como en Espafia. Este objetivo
fue conseguido en la obra de Ricardo San Juan, J. C. Vignaux, Durafiona y Vedia y varios
mas, en una y otra orilla.?

Los discipulos de Rey Pastor, desde las dos orillas, se esforzaron en obtener reso-
nancia internacional, pero también con poco éxito. ;Cual fue la razon de este aparente fraca-
so? Una respuesta definitiva implicaria un estudio profundo y mas detallado del contexto so-
cial internacional y de los paradigmas que prevalecian en su momento. A nuestro modesto

2. No quisiera dejar de mencionar la obra de un hijo de Cataluia, Ferran Sunyer i Balaguer (1912-1967),
quien tempranamente, desde 1939, llegd a publicar varios trabajos interesantes sobre formulas de sumabilidad y
series lagunares. Creemos que indirectamente, a través sobre todo del discipulo principal de Rey Pastor, Ricar-
do San Juan (1908-1969) las ideas de Rey penetraron en Sunyer (Malet, 1995). Pero atn no hemos podido rea-
lizar esta investigacion que nos aclararia el papel de Ferran Sunyer dentro de la comunidad espafiola, y espe-
cialmente catalana, en la divulgacion y sistematizacion de las ideas sobre series sumables.
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entender, la obra de Rey Pastor se enmarca perfectamente en las lineas principales de desa-
rrollo matematico de la época. Su produccion en esta direccion no llego tardia, como alguno
de sus bidgrafos ha sefialado. Para documentar esta afirmacion, baste, quizas, un dato: en el
estudio enciclopédico de K. Zeller, junto con W. Beekman, de todas las obras publicadas en-
tre 1880y 1965 sobre procesos de sumacion y convergencia, los trabajos referidos correspon-
dientes a los afios 1916-1925 ocupan 6 paginas, mientras que los correspondientes a los afios
1926-1935 ocupan casi 25 paginas. O sea, en el momento que aparecieron las principales
obras de Rey Pastor, el interés sobre el tema se habia multiplicado cuatro veces. Aunque sea
valido considerar otros factores cualitativos que pudieron incidir en estas cifras, no cabe duda
que al menos no se habia perdido el interés por esta linea de investigacion.

Rey Pastor no llegd tarde a la palestra internacional con sus trabajos sobre series di-
vergentes. Quizas sea valido decirlo sobre sus trabajos en Geometria, pero de ninguna forma
en esta direccion. La promocidn de su obra no se consiguid por otras razones, no precisamen-
te asociadas con la calidad y actualidad. Consideramos que atin quedan varios problemas por
dilucidar para llegar a revalorizar justamente el esfuerzo de Julio Rey Pastor y sus discipulos
en la sistematizacion de la teoria de series divergentes como Ciencia Normal (véase Espaiiol,
L. & Sanchez, C., 2001).
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